ЛОГИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ПК
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План изучения темы включает следующие вопросы:

Понятие о логике как о науке (1 — 2 часа). Этапы развития логики. Высказывания. Истинные и ложные, простые и сложные высказывания. Связки И, ИЛИ и частица НЕ.

Алгебра логики (2 — 3 часа). Основные понятия и область применения алгебры логики. Логические функции. Таблицы истинности. Элементарные логические операции.

Законы алгебры логики (1 — 3 часа). Упрощение логических выражений. Логические элементы ПК — И, ИЛИ, НЕ. Построение функциональных схем по логическим функциям.

Можно расширить круг изучаемых логических операций, выбрать более сложные выражения для упрощения, рассматривать больше законов логики. Все зависит от конечной цели, которую ставит педагог при изучении данной темы, от имеющегося времени и от уровня подготовки учащихся. При работе с группами учащихся, ориентированных на углубленное изучение программирования, можно больше внимания уделять получению логических выражений  и их упрощению. В остальных случаях разумно сформировать у ребят общее представление о сферах применения алгебры логики, как в области программирования, так и в области построения функциональных схем устройств ПК.

ПОНЯТИЕ О ЛОГИКЕ КАК НАУКЕ

Слово логика означает как совокупность правил, которым подчиняется процесс мышления, так и науку о правилах рассуждений. Логика, как наука о законах и формах мышления изучает абстрактное мышление как средство познания объективного мира.

Основными формами абстрактного мышления являются:

·  ПОНЯТИЯ,

·  СУЖДЕНИЯ,

·  УМОЗАКЛЮЧЕНИЯ.

ПОНЯТИЕ — форма мышления, в которой отражаются существенные признаки отдельного предмета или класса однородных предметов:

портфель

трапеция

ураганный ветер

СУЖДЕНИЕ — мысль, в которой что-либо утверждается или отрицается о предметах. Суждения являются истинными или ложными повествовательными предложениями. Они могут быть простыми и сложными.

Весна наступила. Грачи прилетели.

Весна наступила и грачи прилетели.

УМОЗАКЛЮЧЕНИЕ — прием мышления, посредством которого из исходного знания получается новое знание; из одного или нескольких истинных суждений, называемых посылками, мы по определенным правилам вывода получаем заключение.

Все металлы — простые вещества.

Литий — металл.

Литий — простое вещество.

Чтобы достичь истины при помощи умозаключений, надо соблюдать законы логики.

ФОРМАЛЬНАЯ ЛОГИКА — наука о законах и формах мышления.

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА изучает логические связи и отношения, лежащие в основе дедуктивного (логического) вывода.

Формальная логика связана с анализом наших обычных содержательных умозаключений, выражаемых разговорным языком. Математическая логика изучает только умозаключения со строго определенными объектами и суждениями, для которых можно однозначно решить, истинны они или ложны.

ЭТАПЫ РАЗВИТИЯ ЛОГИКИ

1-й этап связан с работами ученого и философа Аристотеля (384 — 322 г. до н.э.). Он пытался найти ответ на вопрос «как мы рассуждаем», изучая правила мышления. Аристотель  впервые дал систематическое изложение логики. Он подверг анализу человеческое мышление, его формы — понятие, суждение, умозаключение. Так возникла формальная логика.

2-й этап —появление математической или символической логики. Основы ее заложил немецкий ученый и философ Годфрид Вильгельм Лейбниц (1646 — 1716).  Он сделал попытку построить первые логические исчисления, считал, что можно заменить простые рассуждения действиями со знаками и привел соответствующие правила. Но Лейбниц высказал только идею, а развил ее окончательно англичанин Джордж Буль (1815 — 1864). Буль считается основоположником математической логики как самостоятельной дисциплины. В его работах логика обрела свой алфавит, свою орфографию и грамматику. Недаром начальный раздел математической логики называют алгеброй логики, или булевой алгеброй.

В данном разделе Вы знакомите учащихся с историей возникновения логики, даете хронологию ее развития, некоторые основные понятия.

ВЫСКАЗЫВАНИЯ: ИСТИННЫЕ И ЛОЖНЫЕ, ПРОСТЫЕ И СЛОЖНЫЕ.

СВЯЗКИ И, ИЛИ И ЧАСТИЦА НЕ

В основе логических схем и устройств ПК лежит специальный аппарат, использующий законы математической логики. Математическая логика изучает вопросы применения математических методов для решения логических задач и построения логических схем. Знание логики необходимо при разработке алгоритмов и программ, так как в большинстве языков программирования есть логические операции.

В математической логике суждения называются высказываниями. Алгебру логики иначе называют алгеброй высказываний.

ВЫСКАЗЫВАНИЕ — это повествовательное предложение, о котором можно сказать, истинно оно или ложно.

Например:

Земля — планета Солнечной системы.


истинно

2 + 8 < 5






ложно

5 * 5 = 25






истинно

Всякий квадрат есть параллелограмм.


истинно

Всякий параллелограмм есть квадрат.


ложно

2 * 2 = 5






ложно

А вот примеры не являющиеся высказываниями:

Уходя, гасите свет!

Да здравствует мыло душистое и полотенце пушистое!

Высказывания, приведенные выше, являются простыми. Сложные высказывания получаются путем объединения простых высказываний связками — союзами И, ИЛИ и частицей НЕ. Значение истинности сложных высказываний зависит от истинности входящих в них простых высказываний и от объединяющих их связок.

Например, даны четыре простых высказывания:

На улице идет дождь.

На улице светит солнце.

На улице пасмурная погода.

На улице идет снег.

Составьте два сложных высказывания, одно из которых в любой ситуации будет ложно, а другое — всегда истинно, обязательно используя все предложенные простые высказывания.

Ответ: в одном случае  объединим все высказывания союзом ИЛИ и получим истинное высказывание, в другом — используя союз И,  получим высказывание всегда ложное.

Эта задача может играть роль своеобразного теста — правильно ли понят материал, модно ли переходить к более сложным задачам.

Далее можно предложить ученикам составить ряд простых высказываний, записать их на доске и дать задание составить сложные высказывания заданной истинности, используя только союз И и частицу НЕ или только союз ИЛИ и частицу НЕ.

По этому материалу можно дать домашнее задание, которое при изучении булевой алгебры каждый из учащихся сможет записать символами и знаками логических операций и проверить свою работу.

АЛГЕБРА ЛОГИКИ

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОБЛАСТЬ ПРИМЕНЕНИЯ 

АЛГЕБРЫ ЛОГИКИ

ЛОГИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

ТАБЛИЦА ИСТИННГОСТИ

ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ЛОГИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ

В математической логике не рассматривается конкретное содержание высказывания, важно только, истинно оно или ложно. Поэтому высказывание можно представить некоторой переменной величиной, значение которой может быть только 0 или 1. Если высказывание истинно, то его значение равно 1, если ложно — 0. Простые высказывания назвали логическими переменными, а сложные — логическими функциями. Значения логической функции также только 0 или 1. Для простоты записи высказывания обозначаются латинскими буквами А, В, С.

У кошки четыре ноги.



А = 1

Москва расположена на двух холмах.

В = 0

Использование 0 и 1 подчеркивает некоторое соответствие между значениями логических переменных и функций в математической логике и цифрами в двоичной системе счисления. Это позволяет описывать работу логических схем ПК и проводить их анализ и синтез с помощью математического аппарата логики.

Любое устройство ПК, выполняющее действия над двоичными числами, можно рассмотреть как некоторый функциональный преобразователь.

Причем числа на входе — значения входных логических переменных, а число на выходе — значение логической функции, которое получено в результате выполнения определенных операций. Таким образом, этот преобразователь реализует некоторую логическую функцию.





Значения логической функции для разных сочетаний значений входных переменных — или, как это иначе называют, наборов входных переменных — обычно задают специальной таблицей. Такая таблица называется таблицей истинности. Количество наборов входных переменных (Q) можно определить по формуле:

Q = 2 n, где n —  количество входных переменных.

Таблица может иметь вид:

X
Y
Z
F(X,Y,Z)

0
0
0
1

0
0
1
1

0
1
0
1

0
1
1
0

1
0
0
0

1
0
1
1

1
1
0
1

1
1
1
0

В алгебре высказываний, как и в обычной алгебре, вводятся ряд операций. Связки И, ИЛИ и НЕ заменяются логическими операциями: конъюнкцией, дизъюнкцией и инверсией. Это основные логические операции, при помощи которых можно записать любую логическую функцию. 


Это определение можно обобщить для любого количества логических переменных, объединенных конъюнкцией.

А ^ B ^ C = 1, только если А = 1, В = 1, С = 1.

Таблица истинности конъюнкции имеет следующий вид:

A
B
A^B

0
0
0

0
1
0

1
0
0

1
1
1


Это определение можно обобщить для любого количества логических  переменных, объединенных дизъюнкцией.

А v В v С = 0, только если А = 0, В = 0, С = 0.
Таблица истинности дизъюнкции имеет следующий вид:

A
B
A^B

0
0
0

0
1
1

1
0
1

1
1
1


Таблица истинности инверсии имеет вид:
A
А

0
1

1
0

В алгебре высказываний  любую логическую функцию можно выразить через основные логические операции, записать в виде логического выражения и упростить, применяя законы логики и свойства логических операций. По формуле логической функции легко можно рассчитать ее таблицу истинности. Необходимо только учитывать порядок выполнения логических операций (приоритет) и скобки. Операции в логическом выражении выполняются слева направо  с учетом скобок. Приоритет логических операций:

ИНВЕРСИЯ,



КОНЪЮНКЦИЯ,




ДИЗЪЮНКЦИЯ.

Определим, к примеру, таблицу истинности логической функции:




    _

F(A,B,C) = A v (C ^ B)

Определяем количество строк в таблице 
 Q = 23 = 8

 Определяем количество логических операций (3) и последовательность их выполнения.

Определяем количество столбцов: три переменные + три логические операции = 6.

A
B
C
C
C^B
A v (C ^ B)

0
0
0
1
0
0

0
0
1
0
0
0

0
1
0
1
1
1

0
1
1
0
0
0

1
0
0
1
0
1

1
0
1
0
0
1

1
1
0
1
1
1

1
1
1
0
0
1

При изучении этого раздела, объяснив принцип записи логических переменных и выражений, можно попросить учащихся записать некоторые из сложных высказываний формулами. Здесь могут пригодится домашние работы по предыдущему разделу. Следует обратить внимание учащихся на то, что смысл высказывания роли не играет — важно только значение. Причем можно пока не разбирать подробно логические операции, а дать только их названия, какой связке соответствуют и каким знаком обозначаются. Следует закрепить понятия простой переменной и логической функции.

Далее необходимо связать понятие логической функции с понятием функционального преобразователя — как бы «черного ящика», для которого нам необходимо создать схему, используя таблицу истинности. Разобрать саму таблицу, принцип ее построения, понятие наборов входных переменных. 

Для заполнения самой таблицы наборы входных переменных удобно перечислять следующим образом:

А) определить количество наборов (строк в таблице) по формуле 

Q = 2 n;

Б) разделить колонку значений первой переменной пополам  и заполнить верхнюю половину 0, нижнюю половину 1;

 В) в следующей колонке для второй переменной половинку снова делить пополам и заполнить четырьмя группами 0 и 1 вперемежку, начиная с группы 0.

Г) так  делать до тех пор, пока группы 0 и 1 не  будут состоять из одного символа.

Например: Q = 23  = 8;

Для 1-й колонки 8 : 2 = 4, то есть 0,0,0,0,1,1,1,1.

Для 2-й колонки 4 : 2 = 2, то есть 0,0,1,1,0,0,1,1.

Для 3-й колонки 2 : 2 = 1, то есть 0,1,0,1,0,1,0,1.

Можно заполнять все колонки начиная с группы единиц.

Когда учащиеся познакомились с таблицей истинности, очень просто проходит разбор логических операций и их таблиц истинности. Учащиеся сами могут построить таблицы, так как знакомы со всеми логическими операциями. Построение таблиц истинности для сложных логических выражений воспринимается ими после этого как довольно простая задача, только необходимо четко разобрать порядок выполнения  логических операций с учетом скобок  и приоритетов. Обычно достаточно разобрать вместе с ними построение одной таблицы и дать довольно сложное задание на дом.

На этом этапе можно дать на следующем занятии самостоятельную работу по созданию сложного высказывания, состоящего из простых в виде предложений; записи его по правилам алгебры логики; построению для него  таблицы  истинности. Можно дать каждому свою логическую функцию и предложить построить таблицу истинности.

ЗАКОНЫ ЛОГИКИ

УПРОЩЕНИЕ ЛОГИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ

Если у двух логических функций совпадают таблицы истинности, то есть на всех наборах входных переменных они принимают одинаковое значение, то их называют равносильными, или эквивалентными.  Это обозначается знаком =.

А v D ^ C = F v (D ^ C)

Логические функции, истинные на всех наборах входных переменных, называются тождественно-истинными.

Логические функции, ложные на всех наборах входных переменных, называются тождественно-ложными.

F = A ^ 0 = 0 — тождественно-ложная функция.

F = A v 1 = 1 — тождественно-истинная функция.

Учитывая определения логических функций, можно выделить ряд свойств, позволяющих упростить логическое выражение:

конъюнкция
дизъюнкции
Инверсия

A ^ A = 0
A V A = 1
A = Q

A ^ A = A
A V A = A


A ^ 1 = A
A V 1 = 1


A ^ 0 = 0
A V 0 = A


Упростить выражения и отметить тождественно-истинные и тождественно-ложные функции:

 
 _

B v A ^ A = B v 0 = B;



  _

C v (B v B) = C v 1 = 1 —  тождественно-истинная функция;


        _

(A v A) ^ B ^ C = 1 ^ B ^ C = B ^ C;



  _

B ^ (C ^ C) ^ D = B ^ 0 ^ D = 0 —  тождественно-ложная  функция.

Среди многочисленных законов логики есть четыре основных. Для трех из них можно найти аналогию в алгебре чисел.

Логические 

выражения
Алгебраические 

выражения

Переместительный закон

А v В = В v А
А + В = В + А

А ^ В = В ^ А
А * В = В * А

Сочетательный закон

(А v В) v С = А v (B v С)
(А + В) + С = А + (В + С)

(А ^ В) ^ С = А ^ (В ^ С)
(А * В) * С = А * (В * С)

Распределительный закон

(А v В) ^ С =
(А + В) * С =

= (А v С) ^ (В v С)
= (А * С) + (В* С)

(А ^ В) v С =
Аналога нет

= (А v С) ^ (В v С)


Закон инверсии или  формулы де Моргана 


   _____   __   __

А v В = А ^ В
Аналога нет


  ______  __  __

А ^ В = А v В
Аналога нет

Для упрощения логических функций удобно использовать формулы склеивания и поглощения:

Формулы

склеивания


__

(A ^ B) v (A ^ B) = A



__

(A v B) ^ ( A v B) = A

Формулы 

поглощения
       __

A v (A ^ B) = A

A ^ (A v B) = A

       __

A v (A ^ B) = A v B

       __

A ^ (A v B) = A ^ B

Равносильность функций в формулах склеивания и поглощения можно  легко доказать, используя рассмотренные выше законы.

Например:




   __

  __

A v (A ^ B) = (A v A) ^ (A v B) = 1 ^ (A v B) = A v B

Ипользуя законы логики,  формулы склеивания и поглощения и свойства логических операций, можно сложную логическую функцию заменить более простой, но равносильной ей функцией. Этот процесс называется минимизацией функции. Минимизация необходима для того, чтобы функциональные схемы не были слишком громоздкими и не использовали лишних элементов. Чем меньше в функции, получаемой при минимизации, входных переменных и используемых логических операций, тем проще логическая схема, меньше в ней логических элементов. Минимизация необходима и при составлении сложных логических выражений в программах.






         __
       __

   __
    __

F(X,Y,Z) = (X v Y) ^ Z v X ^ Y ^ Z ^ (Z v X ^ Y) v Z ^ X ^ Y v X ^ Y ^ Z =





         __


 __
          __

X ^ Z v Y ^ Z v  X ^ Y ^ Z ^ Z v X ^ Y ^ Z ^ X ^ Y v Z ^ Y ^ (X v X) =








    __

X ^ Z v Y ^ Z v 0 v  X ^ Y ^ Z v Z ^ Y =




  __

X ^ Z ^ (1 v Y) v Y ^ (Z v Z) =

X ^ Z v Y

В данном разделе нужно отвести побольше времени на изучение и отработку различных приемов упрощения логических функций. Разобрав несколько примеров в классе, дать задание на дом, но не просто упрощение логического выражения, а внеся в задание некоторое разнообразие. 

Например, задать несколько логических функций.

1. Найти среди них тождественно-ложную.

2. Определить, какие из заданных функций равносильны.

В любом случае учащимся необходимо будет провести упрощение функций. 

Для учащихся  математических классов или групп, изучающих программирование, можно объяснить более подробно процесс снятия общего отрицания с использованием формул де Моргана в сложных логических функциях.





   __   

     __
 __  __ 
   __

F(X,Y,Z) = X v Y v Z ^ X ^ Y = X ^ Y ^ Z ^ X ^ Y =



__     __   __  

 __  __
         __   __
     __

  __   __

X ^ Y ^ ( Z v X v Y) = X ^ Y ^ Z v X ^ Y ^ X v X ^ Y ^ Y = X ^ Y ^ Z

Данную функцию можно минимизировать проще, используя формулы склеивания и поглощения. Сначала упростить функцию под знаком отрицания, а потом снять общее отрицание.





      __

         __   __

F(X,Y,Z) = X v Y v Z ^ X ^ Y = X v Y v Z ^ X =




         __
   
 __  __
         __  __

X v Y v Z = X ^ Y ^ Z = X ^ Y ^ Z

Второй вариант минимизации можно использовать как доказательство того, что в первый раз снятие отрицания проводилось верно.

ЛОГИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ ПК.

ПОСТРОЕНИЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ СХЕМ
Математическая логика  с  развитием ВТ оказалась в тесной взаимосвязи  с вопросами конструирования и программирования ВТ. Алгебра логики нашла широкое применение первоначально при разарботке релейно-контактных схем. Первым фундаментальным исследованием, обратившим внимание инженеров, занимавшихся проектированием ЭВМ, на возможность анализа электрических цепей с помощью булевой алгебры была опубликованная в декабре 1938 г. статья американца Клода Шеннона “Символический анализ релейно-контактных схем”. После этой статьи проектирование ЭВМ не обходилось без применения булевой алгебры. Роль ключа в схемах вначале играли электромеханические реле, затем использовались электронные лампы и транзисторы. Развитие технологии позволило объединять несколько логических элементов на одной интегральной схеме. 

Логическая схема устройства строится на основе объединения электронных элеменетов. Эти элементы реализуют конкретные логические операции и носят название ЛОГИЧЕСКИЕ элементы. На вход кождого элемента подаются сигналы, называемые входными. На выходе получаем выходной сигнал. Если есть сигнал – значит 1, если нет сигнала – 0. Каждая логическая схема реализует определенную логическую функцию, при подаче  на ее вход строго определенной комбинации входных сигналов мы должны получить на выходе вполне определенный разультат - 0 или1.

Рассмотрим логические эелементы, реализующие основные логические операции:

Инвертор – реализует операцию отрицания или инверсию.

В схемах изображается следующим образом:




У инвертора один вход и один выход. Сигнал на выходе появляется тогда, когда на входе его нет, и наоборот.

Конъюнктор – реализует операцию конъюнкции. В схемах изображается следующим образом:


   ….

У конъюнктора один выход и не  менее двух входов. Сигнал на выходе появляется тогда и только тогда, когда на все входы поданы сигналы.

ДИЗЪЮНКТОР – реализует оперцию дизъюнкции. В схемах изображается следующим образом:


У дизъюнктора один выход и не менее двух входов. Сигнал на выходе не появляется тогда и только тогда, когда на все входы не поданы сигналы.

Логические элементы, реализующие операции И, ИЛИ и НЕ, называются основными логическими элементами, так как с их помощью можно реализовать в виде логческой схемы любую логическую функцию.

F(X,Y,Z) = X ^ (Y v Z)







Итак, процесс построения функциональных схем для разработки устройств ПК можно описать следующим образом:

1. На основании анализа функции, которую реализует устройство, составляется таблица истинности.

2. По этой таблице при помощи описанного ниже метода находят логическую функцию.

3. Производится минимизация логической фунции.

4. По упрощенной логической функции строится функциональная логическая схема устройства.

Последний раздел данной темы воспринимается учащимися сравнительно легко. Особенно построение функциональных схем по логическим функциям. Можно, конечно, остановиться на минимизации, не затрагивая логических элементов и схем – в теме “Архитектура и элементная база ПК”. Однако этот раздел – логическое завершение темы "Логические основы ПК". Изучая его, мы отвечаем на вопрос школьников: “А зачем нам все это надо?!”

Кратко излагая тему я совсем не затронула вопросов построения контактных схем, их синтеза и анализа, составления логической формулы по контактныой схеме. Не рассматривался и принцип нахождения логической формулы по таблице истинности. Если у преподавателя есть время, то принцип нахождения функции можно объяснить в виде алгоритма, и тогда будет полностью ясен и завершен процесс построения функциональной схемы по заданной таблице истинности.

Логическая формула опредеяется следующим образом:

1. В заданной таблице выбираются наборы переменных,  при которых значение функции равно 1.

2. Для каждого такого набора записываются конъюнкции всех входных переменных, имеющих значение 1. При этом те переменные, которые имеют значение 0, записываются с отрицанием. 

3. Все полученные конъюнкции объединяются знаками дизъюнкции. Это и будет искомая логическая функция. которую предстоит далее упростить.

Таблица имеет вид:

X
Y
Z
F(X,Y,Z)


0
0
0
1
X ^ Y ^ Z

0
0
1
1
X ^ Y ^ Z

0
1
0
1
X ^ Y ^ Z

0
1
1
0


1
0
0
0


1
0
1
1
X ^ Y ^ Z

1
1
0
1
X ^ Y ^ Z

1
1
1
0




       __  __   __  __   __         __

 __

F(X,Y,Z) = X ^ Y ^ Z v X ^ Y ^ Z v X ^ Y ^ Z v X ^ Y ^ Z v X ^ Y ^ Z

Упростив данную функцию, можно проверить правильность выполнения задачи, сравнив таблицы истинности.

При изучении темы необходимо иметь подборку заданий по каждому разделу и желательно давать учащимся разные задания. В этом преподавателю может помочь выпущенный в 1994 году издательством “Колледж” “Сборник задач и упражнений по основам информатики и вычислительной техники”.  (автор Т.В.Карасева)
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F(X,Y,Z)





Логическая операция ДИЗъюнкция


соответствует союзу ИЛИ,


обозначается знаком V


иначе называется ЛОГИЧЕСКОЕ СЛОЖЕНИЕ.


Дизъюнкция двух логических переменных  ложна тогда и только тогда, когда оба высказывания ложны





Логическая операция конъюнкция


соответствует союзу И.


обозначается знаком ^, &


иначе называется ЛОГИЧЕСКОЕ УМНОЖЕНИЕ


Конъюнкция двух логических переменных  истинна тогда и только тогда, когда оба высказывания истинны





Логическая операция ИНВЕРСИЯ


соответствует частице НЕ,				 __ 


обозначается черточкой над именем переменной (А)


иначе называется ОТРИЦАНИЕ.


Инверсия логической переменной  истинна, если сама переменная ложна, и, наоборот, инверсия ложна, если переменная истинна.
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Х1 ^ X2 ^ X3 ^ … ^ XN
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Х1 v X2 v X3 v … v XN
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